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Abstract. The method of generalized analysis of the stationary processes of resonant converters by combining the 
constant current components of the resonant converter has been represented. The aim of the research is to design 
the method of generalized analysis of the stationary processes of resonant converters on the basis of the specified 
sequences of combinations of the equivalent voltage sources connected to the converter circuit during the working 
cycle. The simulation modeling of resonant converters with two sources with pulse and frequency control methods is 
conducted to test the viability of the suggested method. The dependence of the main constant current component of the 
resonant converter circuit on the load parameters and the converter structure is obtained. Thus, the method of general-
ized analysis of the stationary processes of resonant converters is developed. This method can be useful for the study 
of the resonant converters used in chargers or for the construction of low-frequency vibration generators with reactive 
load at the design stage. The method of combining the constant current components has a generality feature, i.e. covers 
a wide class of resonant converters. It can be the basis of a mathematical model and allows conducting a comparative 
analysis of various resonant converter circuits at the design stage of power supply systems.
Keywords: resonant converter; resonant circuit; stationary mode.

Аннотация. Разработан метод обобщенного анализа стационарных процессов резонансных преобразователей 
путем наложения составляющих стационарного тока резонансного преобразователя; с использованием раз-
работанного метода наложения составляющих получены выражения для расчета стационарного тока преобра-
зователей с последовательным резонансным контуром; приведен пример расчета статических характеристик 
для преобразователей с двумя источниками напряжения с широтным и частотным регулированием выходного 
напряжения. 
Ключевые слова: резонансный преобразователь; резонансная цепь; стационарный режим. 

Анотація. Розроблено метод узагальненого аналізу стаціонарних процесів резонансних перетворювачів шля-
хом накладання складових стаціонарного струму резонансного перетворювача; з використанням розробленого 
методу накладання складових отримано вирази для розрахунку стаціонарного струму; перетворчювачыв з по-
слідовним резонансним контуром; наведено приклад розрахунку статичних характеристик для перетворюва-
чів з двома джерелами напруги з широтним і частотним регулюванням вихідної напруги.
Ключові слова: резонансний перетворювач; резонансне коло; стаціонарний режим.
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постАновКА проблеМы

При проектировании источников питания с резо-
нансными принципами коммутации силовых ключей 
возникают проблемы согласования резонансных пре-
образователей с изменяющимися нагрузками и по-
лучения требуемых внешних характеристик. Первая 
проблема обусловлена возможными нарушениями 
условий коммутации при значительных изменениях 
нагрузок, вторая заключается в более сложном про-
ектировании из-за большого разнообразия силовых 
схем и характеристик резонансных преобразовате-
лей. Основную же информацию о возможностях той 
или иной схемы преобразователя дают статические 
характеристики [5, 8]. В связи с этим представляет-
ся целесообразным разработать метод обобщенного 
анализа процессов в резонансном преобразователе 
(РП) в стационарном режиме без привязки к конкрет-
ной силовой схеме с целью получения статических 
характеристик и сравнительной оценки возможно-
стей преобразователей с различными алгоритмами 
коммутации.

АнАлиз последних исследовАний  
и пУблиКАций

Резонансные принципы коммутации позволяют 
снизить потери переключения и генерируемые по-
мехи, повысить рабочие частоты преобразователей, 
что делает их привлекательными для использования 
в системах питания широкого потребления [3–8],  

где необходимо преобразовывать сетевое напряжение 
в постоянное, а также и напряжение альтернативных 
источников в постоянное либо переменное. Многие 
работы, посвященные подобным преобразователям, 
содержат статические характеристики, позволяющие 
оценить их возможности. В [2] рассмотрено приме-
нение метода комбинирования составляющих тока 
контура для исследования статических характеристик 
резонансных преобразователей. Однако при наличии 
нескольких контуров необходимо учитывать перенос 
начальных условий из одной межкоммутационной 
схемы в следующую. Кроме того, проверена состоя-
тельность данного метода при различных топологиях 
резонансных преобразователей. 

целЬ рАботы – разработка метода обобщен-
ного анализа стационарных процессов резонансных 
преобразователей на основе заданных последователь-
ностей комбинаций эквивалентных источников на-
пряжения, подключаемых к контуру преобразователя 
в течение рабочего цикла.

излоЖение основного МАтериАлА

Для анализа предложены параллельная и после-
довательная схемы идеализированных резонансных 
преобразователей.

Силовая схема РП с источниками напряжений 
u1(t)...uN(t) может в общем случае быть представлена 
в виде параллельной (рис. 1,а) либо последователь-
ной (рис. 1,б) топологии. Источники напряжений 
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u1(t)...uN(t)  замещают собой источники и потреби-
тели электроэнергии, между которыми посредством 
РП передается электроэнергия с преобразованием ее 
параметров. Преобразовываться может переменное 
напряжение в постоянное, постоянное в переменное 
и постоянное в постоянное напряжения. В действи-
тельности это может быть, например, напряжение пи-
тающей сети или генератора как источника электро-
энергии и аккумуляторной либо конденсаторной ба-
тареи как потребителя электроэнергии. Напряжения 
могут быть постоянными, медленно меняющимися 
либо периодическими переменными. Скорость их из-
менения такова, что за цикл коммутации изменения 
напряжений должны быть много меньше их ожида-
емых максимальных значений. Продолжительность 

цикла коммутации, либо период коммутации T, соот-
ветствует максимальному периоду коммутационных 
функций напряжений. Периоды отдельных комму-
тационных функций равны либо кратны друг другу. 
Период выходного напряжения, если оно периоди-
ческое, существенно больше периода коммутации. 
Предположим, что ключи схем двунаправленные. 
Тогда при определенных алгоритмах коммутации 
ключей может быть реализована некоторая времен-
ная последовательность напряжений на резонансной 
rLC-цепи, образованная подключаемыми к схеме ис-
точниками напряжений. Возможные варианты вклю-
чений и комбинаций источников для приведенных 
схем перечислены в табл. 1 (для схемы на рис. 1,а) 
и табл. 2 (для схемы на рис. 1,б).

                                             
 а                                                                        б    в
рис. 1. Схемы абстрактных резонансных преобразователей

Таблица 1

Номер  
комбина-

ции

Подключенные ис-
точники напряжений

Напряжение 
на резонанс-
ной цепи uLCr

Вклю-
ченные 
ключиu1 u2 uC*

0 0 0 1 uC –

1 0 0 0 0 V0

2 1 0 0 u1 V1

3 0 1 0 u2 V2

Таблица 2
Номер 
комби-
нации

Подключенные ис-
точники напряжений

Напряжение 
на резонанс-
ной цепи uLCr

Включен-
ные ключиu1 u2 uC*

0 0 0 1 uC –

1 0 0 0 0 V0

2 –1 0 0 –u1 V2, V3, V5, V6

3 1 0 0 u1 V1, V4, V7, V8

4 0 –1 0 –u2 V3, V4, V6, V7

5 0 1 0 u2 V1, V2, V5, V8

6 –1 –1 0 –u1 – u2 V2, V3, V6, V7

7 1 –1 0 u1 – u2 V1, V4, V6, V7

8 –1 1 0 –u1 + u2 V2, V3, V5, V8

9 1 1 0 –u1 + u2 V1, V4, V5, V8

*Когда ключи разомкнуты, в резонансной цепи присут-
ствует только напряжение на емкости и ток не протекает, 
поэтому можно представить, что контур замкнут на источ-
ник напряжения с величиной uC.

Первая схема позволяет подключать источники 
напряжений только по отдельности. Вторая схема 
с последовательным включением мостов дает воз-
можность получить все возможные комбинации ис-
точников напряжений. Кроме нулевой комбинации 
со всеми разомкнутыми ключами получается девять 
комбинаций подключения эквивалентных источников 
к контуру преобразователя. Для N эквивалентных ис-
точников напряжений будет 3N комбинаций, посколь-
ку каждый источник имеет три варианта подключе-
ния. Это исключение источника из цепи прохождения 
тока контура, когда напряжение источника полага-
ется нулевым, подключение с обратной и с прямой 
полярностью. Такие коммутируемые источники  
u1(t)...uN(t) с ключами заменяются эквивалентными 
генераторами ug1(t)...ugN(t) на рис. 1,в, напряжение 
которых меняется скачкообразно в моменты смены 
комбинаций при коммутации ключей схемы. Скачко-
образные изменения напряжения контура вызывают 
ток i(t) = i1(t) + i2(t) + … +iN(t), представленный сум-
мой составляющих, вызванных каждым источником 
напряжения в отдельности.

Анализ стационарных процессов в преобразова-
телях требует ряда допущений, которые сформули-
рованы и пояснены далее в порядке приоритетности.

Силовая схема линейна на промежутках постоян-
ства структуры. Следовательно, можно использовать 
для анализа принцип наложения. Нелинейность, при-
сущая реальным схемам, может быть рассмотрена 
в дальнейшем при уточнении силовой схемы и алго-
ритма коммутации.
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Преобразователь может быть представлен в виде 
неизменной по составу пассивной цепи с активными 
сопротивлениями, индуктивностями и емкостями, 
к которой с помощью управляемых идеализирован-
ных ключей могут подключаться эквивалентные 
источники напряжений. Изменение структуры про-
исходит только за счет включения в силовую схему 
либо исключения из нее эквивалентных источников 
напряжения.

Стационарные периодические процессы в си-
ловых схемах рассматриваемых преобразователей 
имеют фазовые траектории с периодами в полярных 
координатах 2πk, где k = 1, 2, 3…. Для минимизации 
пульсаций реализуется одноцикловое регулирование 
с периодами фазовых траекторий, равными периодам 
циклов коммутации, когда k = 1. Это отвечает требо-
ваниям фильтрации высокочастотных колебаний на 
выходе преобразователя, поскольку при k = 1 пуль-
сации будут меньшими, чем при k ≥ 2, когда имеются 
низкочастотные субгармонические колебания.

Если допустимы пульсации тока или напряжения 
нагрузки, можно применить многоцикловое регули-
рование, при котором k ≥ 2. Это позволяет осущест-
влять коммутацию ключей всегда в нуле тока и фор-
мировать целое число полуволн тока в нагрузке.

Напряжение контура uLCr на рис. 1,в представ-
ляет собой сумму переменных напряжений ug1(t)... 
...ugN(t), период которых соответствует периоду цикла 
коммутации. Эквивалентные генераторы напряжений 
ug1(t)...ugN(t) соответствуют коммутируемым источни-
кам напряжений u1(t)..uN(t) с ключами.

В течение межкоммутационного промежутка на-
пряжение контура uLCr полагается постоянным, что 
обеспечивается надлежащим выбором частоты ком-
мутации.

Вынужденные колебания тока и напряжения на 
элементах контура представляются суммами колеба-
ний, вызванных составляющими напряжений генера-
торов.

Средний ток, проходящий через любой источник 
напряжения, представляет собой сумму средних зна-
чений составляющих тока.

Статические характеристики определяются по за-
висимостям средних токов источников напряжения от 
амплитуд их напряжений и параметров импульсных 
последовательностей, таких как частота, ширина, 
фаза.

Алгоритм коммутации задается последователь-
ностью комбинаций источников (ПКИ) напряжений, 
подключаемых к силовой схеме РП в течение цикла 
коммутации.

При периодических и повторяющихся в каждом 
цикле напряжениях источников ug1(t)...ugN(t) с одина-
ковой частотой ωg ток контура по прошествии доста-
точного времени также будет периодическим и близ-
ким к стационарному току 

)(...)()()( 21 ε++ε+ε=ει ωωω Niii ,                   (1)

где ε = 0…1 – фаза внутри периода цикла коммутации 
T = 2π/ωg.

Определив зависимость тока (1) от параметров 
напряжений подключенных источников при различ-
ных ПКИ, можно определить статические характери-
стики РП еще до конкретизации силовой схемы и ал-
горитмов коммутации ключей. Составляющие iω1(ε) 
стационарного тока также являются стационарными 
и схожими между собой по условиям существования. 
Поэтому целесообразно найти общее выражение для 
всех составляющих стационарного тока, которое бу-
дет зависеть только от схемы контура абстрактного 
резонансного преобразователя (см. рис. 1,в). Порядок 
нахождения следующий.

1. Определение переходной функции контура hi(t) 
для одной ступени напряжения 2)1)(sign()(stp +ε=t  
в операторной форме. Для последовательной 
rLC-цепи )()()( РЦ sYsshi   , где CL=ρ  – волно-
вое сопротивление контура, s – оператор Лапласа, 

)1()( 2
РЦ  srCLCssCsY   – операторная проводи-

мость резонансной цепи, r – сопротивление потерь 
контура. Переходная функция тока умножается на 
волновое сопротивление ρ для приведения размерно-
сти тока к относительным единицам и амплитуды ко-
лебаний тока к амплитуде колебаний напряжения ем-
кости ρim = uCm. Оригинал переходной функции тока

)sin()()( 110 teth t
i ωωω= λ−                           (2)

представляет собой затухающие колебания тока 
контура, вызванные одной ступенью напряжения 
(кривые 1–3 на рис. 2,а). Здесь при выводе исполь-
зовались подстановки: Lr 2=λ  – фактор затухания, 

CL10 =ω  – частота резонанса, 2
01 411 Q−ω=ω  – ча-

стота свободных колебаний, CLrQ )1(=  – доброт-
ность контура.

2. Нахождение дискретного изображения пере-
ходной функции с периодом T и смещением ε = 0…1 
внутри периода ),()()( ε⇒ε+⇒ zhTTkhth iii .

3. Определение составляющей тока ),()(),( stp ε=ε zhzuzi i 
),()(),( stp ε=ε zhzuzi i  и стационарной составляющей iω(ε) 

с помощью теоремы о конечном значении функции 
)(),(lim)(lim

1
ε=ε⇒ε+ ω→∞→

izhTTki izk
, где )1()( −= zzzustp  – 

последовательность импульсов, соответствующая 
ступени напряжения 2)1)((sign)(stp += tt . Импульса-
ми )1()(stp −= zzzu  представлен ряд ступенек напря-
жения контура, вызывающий ряд переходных функ-
ций hi(z, ε), исполняющих роль весовых функций 
в данной формуле ),()(),( stp ε=ε zhzuzi i . Стационарная 
составляющая iω(ε) представляет собой ток, вызван-
ный ступенчато нарастающим напряжением 

∑ −=
k

Tkttdal )(stp)(  (рис. 2,б) с дискретным  
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Прямоугольные напряжения эквивалентных ге-
нераторов контура на рис.1,в и напряжение на резо-
нансной цепи могут быть представлены суммой сту-
пенчатых функций вида )( Ttladu jm γ− , где ujm – ампли-
туда напряжения j-го генератора, γ – относительный 

сдвиг фронта ступеней напряжения. Следовательно, 
ток контура также может быть представлен суммой 
токов, каждый из которых вызван ступенчатой со-
ставляющей напряжения. Дискретное изображение 
переходной функции контура 

изображением 22 )1()( −= zzzlad . Изображение то- 
ка будет равно произведению изображений напря- 
жения lad(z) и весовой функции контура )(ziν  

[ ] )()1()( 22
stp zzzzi iν−= . Поскольку ∑ =

ν=
k

n ii TnTkh
0

)()(  

или [ ] )()1()( zzzzh ii ν−= , приходим к исходному выра-
жению [ ] ),()1(),( ε−=ε zhzzzi i .

 

2 1 3 4 

(t) 

(t) 

                               
а                                                                                               б

рис. 2. Составляющие тока контура с (а) и стационарный процесс изменений тока контура под воздействием ступенчато 
возрастающего напряжения (б), кривые 1, 2, 3 – переходные функции тока hi(t), hi(t – T), hi(t – 2T) соответственно, 4 – ток 
контура i(t), T – период коммутации
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позволяет определить основную стационарную составляющую тока контура РП

[ ]
TT

TT

iz eTe
TTTTTeezhi λ−λ−
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→ω +ω−
εω+ω⋅εω−ω⋅εω

⋅
ω

ω
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1

0

1 )cos(21
)sin()cos()sin()sin()cos(),(lim)( ,                     (4)

которая вызвана следующими друг за другом ступеня-
ми напряжения вида )(stp Tkt −  для )int(... Ttk ∞−= . 
Введем коммутационную функцию в виде п-образного 
импульса с передним фронтом в точке a и задним 
фронтом в точке b: )(stp)(stp)(... baba −ε−−ε=εψ . Если 
ступени напряжения j-го генератора имеют времен-
ной сдвиг ts = γT относительно дискретных моментов 
времени с периодом T, стационарная составляющая 
тока определится кусочно смещенными составляю-
щими (4) и будет иметь вид












 .1...для)()(

;...0для)1()(
)(

1...

...0

i
i

i j  
          (5)

Составляющая тока iωj(ε) образована ступенча-
тым напряжением, составленным из одинаковых сту-
пеней, следующих с одинаковым периодом. Поэтому 
если эта составляющая сдвигается, то в рассматрива-
емый промежуток времени попадает часть конца пре-
дыдущего периода этой составляющей iω(ε + 1 – γ) 
и часть iω(ε – γ) начала следующего периода.  В общем 
случае период цикла T делится на межкоммутацион-
ные промежутки, внутри которых определяются все 
составляющие iωj(ε) стационарного тока со своими 
смещениями и суммируются в соответствии с комму-
тационными функциями для каждого источника на-
пряжения. Затем для определения среднего либо дей-
ствующего тока j-го генератора напряжения получен-

ный суммарный стационарный ток (1) интегрируется 
в пределах проводимости данного генератора и рас-
считывается соответствующее среднее значение.

Для примера рассмотрим стационарные режимы 
работы РП с двумя источниками us, uq и различными 
способами регулирования. На рис. 3,а показаны эпю-
ры процессов для ПКИ (us; uq) и широтного регули-
рования с регулирующим параметром γ. На рис. 3,б – 
для ПКИ (us; uC; uq; uC) и частотного регулирования 
с регулирующим параметром τ = 1 – ωg/ω1, где ωg – ча-
стота преобразования, ω1 – частота свободных коле-
баний контура преобразователя. Здесь ωg < ω1, T = 1, 
us – напряжение источника энергии, uq – напряжение 
приемника энергии, uC – напряжение на резонансной 
емкости в момент размыкания контура. Для рис. 3,а 
коммутационные функции будут иметь вид

)(stp)(stp)( γ−ε−ε=εψ s  и )1(stp)(stp)( −ε−γ−ε=εψq .

Фронты ступенчатых напряжений на рис. 3 полага-
ются принадлежащими к соответствующим правым 
межкоммутационным промежуткам относительно 
моментов коммутации. Напряжения эквивалентных 
генераторов для данной ПКИ раскладываются в че-
тыре ступенчатые функции. Поэтому составляющих 
стационарного тока также четыре:
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где iω(ε) – основная стационарная составляющая (4), 
usm – амплитуда напряжения первого эквивалентного 
генератора, uqm – амплитуда напряжения второго эк-
вивалентного генератора. Стационарный ток равен 
сумме составляющих (6):

)()()()()( 4321 ε+ε+ε+ε=ει ωωωω iiii .             (7)

Средний за период ток потребителя энергии для 
ШИМ-регулирования определится в соответствии 
с интервалом проводимости γ…1 интегрировани-
ем (7):

∫ εγειεψ=γ
1

0
),()(),( dqI qq .                        (8)

                                       
а                                                                                                            б

рис. 3. Эпюры, поясняющие разложение напряжений на контуре резонансного преобразователя на ступенчатые составля-
ющие

Аналогично для рис. 3,б коммутационные функ-
ции будут равны )(stp)(stp)( α−ε−ε=εψ s , )(stp)(stp)(1 τ−α−ε−α−ε=εψ c  

)(stp)(stp)(1 τ−α−ε−α−ε=εψ c , )1(stp)2(stp)(2 −ε−τ−α−ε=εψ c  

и )2(stp)(stp)( τ−α−ε−τ−α−ε=εψq . Здесь 2)21( τ−=α  – 
относительная длительность прохождения тока через 
источники напряжений. Левая часть диаграмм на 

рис. 3,б соответствует положительной полуволне на-
пряжения источника энергии us(t) (пунктирная кри-
вая). Для отрицательной полуволны в правой части 
диаграмм знаки коммутационных функций ψs, ψc1, 
ψc2, ψq меняются на противоположные. Составляю-
щие тока, вызванные по отдельности каждым источ-
ником напряжения, будут иметь вид
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Здесь предполагается наличие третьего фиктив-
ного источника с амплитудой uCm, подключаемого 
к контуру, когда ключи разомкнуты. Амплитуда на-
пряжения резонансной емкости uCm = ριm определяет-
ся амплитудой стационарного тока и волновым сопро-
тивлением контура. Выражение стационарного тока 
получится рекуррентным )()()()( ε+ε+ε=ει ωωω qcs iii , по-
этому его целесообразно рассчитывать численными 
методами. Средний ток потребителя энергии 

∫ ετειεψ=τ
1

0
),()(),( dqI qq                        (10)

зависит от длительности бестоковой паузы τ. На рис. 4 
приведены рассчитанные с помощью ЭВМ по (3)–(7) 
кривые стационарного тока контура для добротности 
Q = 7, сходящиеся с данными моделирования схем на 
рис. 1, что свидетельствует о правильности матема-
тического анализа стационарного режима на примере 
простых преобразователей.
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рис. 4. Расчетные кривые стационарных токов контура для 
различных значений ширины импульсов γ = 0,2 (кривая 1), 
γ = 0,5 (кривая 2), γ = 0,9 (кривая 3)

Семейства регулировочных характеристик РП 
с двумя источниками напряжений для широтного 
(рис. 5,а) и частотного (рис. 5,б) регулирования рас-
считаны по (3)–(10) численными методами с помо-
щью ЭВМ. Это зависимости текущего среднего тока 
потребителя энергии от регулирующих параметров 
при различных напряжениях потребителя. Кривые 
1–5 на рис. 5 соответствуют относительным значе-
ниям напряжения потребителя энергии (нагрузки) 
q = uq/us 0,95; 0,7; 0,5; 0,2; 0. Широтное регулиро-
вание позволяет менять ток практически от нуля до 
максимума, однако моменты коммутации совпадают 
с нулем тока лишь при γ = 0,5. При частотном регули-
ровании ширина импульса для источника и для при-
емника энергии равна половине периода свободных 
колебаний π/ω1. Частотное регулирование не обеспе-
чивает снижение тока до нуля при ограниченном сни-
жении частоты преобразования ωg = (1 – τ)ω1, но ком-
мутация происходит при нулевом токе контура, что 
позволяет снизить коммутационные потери.

Рассчитанные характеристики сходятся с данны-
ми имитационного моделирования схем РП и под-
тверждают состоятельность предложенного метода 
анализа стационарных режимов. Данный метод рас-
пространяется при указанных в начале статьи допу-
щениях на РП с бόльшим количеством эквивалент-
ных генераторов напряжения и с более сложными 
резонансными цепями. Свойства резонансных цепей 
будут определять переходную функцию контура (2), 
(3) и выражение основной стационарной составляю-
щей (4) тока контура. В соответствии с выбранным 
ПКИ составляются коммутационные функции и урав-
нения составляющих тока (6), (9). Средний ток любо-
го источника напряжения рассчитывается аналогично 
(8), (10) в соответствии с коммутационной функцией 
и со способом регулирования. На основе выражений 

среднего тока составляются формулы для численного 
расчета статических характеристик РП при различ-
ных способах регулирования. 

Таким образом, метод наложения составляющих 
стационарного тока обладает общностью, распро-
страняется на широкий класс РП, может быть осно-
вой математической модели [1, 5] и позволяет сделать 
сравнительный анализ множества схем РП на стадии 
проектирования систем электропитания.
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рис. 5. Регулировочные характеристики

выводы

1. Разработан метод обобщенного анализа стаци-
онарных процессов резонансных преобразователей 
на основе заданных последовательностей комбина-
ций эквивалентных источников напряжения, подклю-
чаемых к контуру преобразователя в течение рабоче-
го цикла.

2. Достоинство предложенного метода состоит 
в общности и возможности сравнительного анализа 
различных схем преобразователей с любым количе-
ством эквивалентных источников напряжения.
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