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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ
При геометричному моделюванні криво-

лінійних обводів елементів проточних час-
тин турбомашин різного конструктивного 
оформлення виникають задачі, коли криві 
лінії треба провести не через дві точки, а 
через деяку їх сукупність. При цьому як до-
даткові умови задаються кути нахилу дотич-
них до майбутньої кривої в крайніх точках 
сукупності, а також умови забезпечення за-
даної кривини.

АНАЛІЗ ОСНОВНИХ 
ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ

Геометричному моделюванню плоских 
криволінійних обводів за заданим розподі-
лом їх кривини в літературі приділено до-
статньо уваги. Різні аспекти цього питання 
висвітлені в роботах [3, 6].

МЕТОЮ СТАТТІ є розробка методики 
побудови інтерполяційних елементів криви-

ни для геометричного моделювання плос-
ких криволінійних обводів. Робота є продо-
вженням досліджень, що проводяться в На-
ціональному університеті кораблебудування 
стосовно геометричного моделювання плос-
ких криволінійних обводів аеродинамічних 
об’єктів із заданим розподілом кривини [1, 
2, 4, 5].

ВИКЛАД ОСНОВНОГО 
МАТЕРІАЛУ ДОСЛІДЖЕННЯ

Розглянемо геометричне моделювання 
криволінійних обводів, що проходять через 
задану сукупність точок і мають задані кути 
нахилу дотичних у крайніх точках сукуп-
ності.

Для побудови плоского криволінійного 
обводу використаємо елементи кривини, 
запропоновані в роботах [1, 2, 4, 5]. У цьо-
му випадку можна скористатися двома під-
ходами. У першому взяти елемент кривини 
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більш високого порядку, ніж ті, що були роз-
глянуті в роботах, але в цьому випадку не 
можна гарантувати збіжність обчислюваль-
ного процесу, оскільки зросте кількість рів-
нянь та степінь поліномів в інтегралах Фре-
неля. У другому способі дві сусідні точки 
сукупності можна з’єднувати кривими, які 
побудовані із застосуванням лінійних еле-
ментів кривини, але при умові, що в точках 
їх стику буде однаковий кут нахилу дотич-
ної до отриманих кривих.

Для розв’язання поставленої задачі ви-
беремо другий спосіб. Спочатку розглянемо 
задачу, коли потрібно з’єднати попарно три 
точки кривими лініями, забезпечивши при 
цьому однаковий кут нахилу дотичної в се-
редній точці (показано на рисунку). Засто-

суємо для побудови ділянок криволінійних 
обводів лінійні елементи кривини.

Як випливає з матеріалів роботи [2], для 
однозначного задання лінійного елемента 
кривини потрібно задати два коефіцієнти, а 
для задання кривої із застосуванням ліній-
ного елемента кривини — довжину дуги 
кривої та координати початкової точки.

Вихідними даними до моделювання бу-
дуть: координати трьох точок (P, Q і R) та 
кути нахилу дотичних до кривої φP та φR в 
точках P і R.

Підставимо до параметричних рівнянь 
криволінійного обводу, отриманого із засто-
суванням лінійного елемента кривини [2], 
координати точок Q і R та отримаємо чоти-
ри вирази:

Рис. 1. Розташування точок для з’єднання ділянок криволінійних обводів
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в яких сім невідомих: a1, b1, a2, b2 — коефіці-
єнти лінійних елементів кривини для визна-
чення першої та другої ділянок відповідно; 
S1, S2 — довжина першої та другої ділянок; 

φQ — кут нахилу дотичної в точці стику ді-
лянок. Запишемо вирази для знаходження 
кутів нахилу дотичних до кривої в останніх 
точках ділянок [2]:
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У точці стику, крім рівності кутів нахи-
лу дотичної до кривої, потрібно забезпечити 
ще рівність кривини:

a1S1 + b1= a2·0 + b2,
звідки

b2 = a1S1 + b1,                       (3)
Підставивши вирази (1) і (3) до (2), отри-

маємо
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Виразимо з цієї формули коефіцієнт b1:
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Таким чином, отримані вирази для трьох 
невідомих:
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Уведемо позначення та запишемо систему 
з чотирьох рівнянь з чотирма невідомими:
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Таким чином, отримано формули та роз-
роблено методику знаходження параметрів 
лінійних елементів кривини та побудованих 
на їх основі криволінійних ділянок, що ма-
ють загальну точку стику з однаковим кутом 
нахилу дотичних та кривиною в цій точці.

Перейдемо до задачі з’єднання попарно 
послідовності точок кривими лініями, зада-
них лінійними елементами кривини із забез-
печенням однакових кутів нахилу дотичних 
у точках стику. Послідовність лінійних еле-

ментів кривини назвемо інтерполяційними 
елементами кривини.

Вихідними даними до моделювання бу-
дуть: координати послідовності n точок Pi та 
кути нахилу дотичних до кривої в точках P1 
і Pn.

Підставивши до параметричних рівнянь 
криволінійного обводу, отриманого із засто-
суванням лінійного елемента кривини [2], 
координати точок Pi, отримаємо 2(n – 1) ви-
рази
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де i змінюється від 1 до n – 1. При цьому в 
отриманих рівняннях такі невідомі: ai, bi — 
коефіцієнти лінійних елементів кривини для 
задання ділянок; Si — довжина i-ої ділянки;  – �����������

�������; iPϕ  –  — кут нахилу дотичної в точці Pi (i змі-
нюється від 2 до n – 1).

Загальна кількість невідомих у систе-
мі параметричних рівнянь (4) дорівнює  
4(n – 1) – 2. Запишемо вирази для знаходження 
кутів нахилу дотичних до кривої в останніх 
точках ділянок (i змінюється від 1 до n – 2):
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Кут нахилу дотичної в заданій (інтерпо-
ляційній) точці можна виразити через кут 
нахилу дотичної в точці P1:
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У точках стику, крім рівності кутів нахи-
лу дотичної до кривих, потрібно забезпечи-
ти рівність кривини (i змінюється від 1 до 
n – 1):

bi+1 = aiSi + bi.

Виразимо bi+1 через b1 та отримаємо
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Підставимо вираз (6) до (5) та при i = n – 1 
отримаємо такий вираз для знаходження b1:
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Отже, отримано вирази для 2(n – 1) – 2 
невідомих:
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Таким чином, у системі параметричних 
рівнянь (4) залишається рівно 2(n – 1) неві-
дома. Запишемо цю систему після перетво-
рень, враховуючи наведені вище вирази:

( )∫ Φ+=
+

i

ii

S

iPP dssxx
0

cos
1

; ( )∫ Φ+=
+

i

ii

S

iPP dssyy
0

sin
1

,

( )∫ Φ+=
+

i

ii

S

iPP dssxx
0

cos
1

; ( )∫ Φ+=
+

i

ii

S

iPP dssyy
0

sin
1

,

де0

�� ( ) ∑ ∑∑
−

=

−

=

−

= 










+





++














+++ϕ=Φ

1

1

1

1

1

1
1

2

221

i

j

j

k
kk

j
jj

i

j
j

i
Pi Sa

S
saSSsbsas .

�������� ������� ������������ ������� ����'����� �� ���������Отриману систему інтегральних рівнянь 
розв’яжемо за допомогою числового методу 
Ньютона. 

Знайдемо частинні похідні рівнянь сис-
теми за невідомими ai (і та j змінюються від 
1 до n – 1):
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Запишемо також частинні похідні рів-
нянь системи за невідомими Si, які залежать 

від значень і та j, що змінюються від 1 до  
n – 1.
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При і = j

Отже, отримано метод побудови інтер-
поляційних елементів кривини для заданих 
точок, який дозволяє з’єднувати їх попарно 
кривими лініями, заданими лінійними еле-
ментами кривини із забезпеченням однако-
вих кутів нахилу дотичних у точках стику.

ВИСНОВКИ  
ТА ПЕРСПЕКТИВИ

Розроблена методика побудови інтерпо-
ляційних елементів кривини, для чого сусід-
ні точки сукупності з’єднуються кривими, 
які побудовані із застосуванням лінійних 

елементів кривини, але при умові, що в точ-
ках їх стику буде однаковий кут нахилу до-
тичної до отриманих кривих. Ця методика 
може бути застосована в багатьох задачах 
геометричного моделювання елементів про-
точних частин турбомашин, наприклад для 
подання профілів пера лопатки робочого ко-
леса осьового компресора, оскільки вони ба-
зуються на вигині симетричного аеродина-
мічного профілю вздовж вигнутої середньої 
лінії. У подальшому планується застосувати 
інтерполяційні елементи кривини для гео-
метричного моделювання поверхонь.
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